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Zusammenfassung

Simualted Annealing ist ein meta-heuristisches
Optimierungsverfahren welches auf kontinuier-
liche und auf diskrete Probleme angewandt
werden kann. Es besitzt den groften Vorteil dass
lokale Minima verlassen werden kénnen.

In diesem Artikel werden zuerst die Grund-
lagen erarbeitet und Beispiele fiir die Minimie-
rung einer Funktion sowie fiir das Problem des
Handelsreisenden gezeigt.
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1 Einfiihrung

Simualted Annealing ist ein Verfahren zum
Auffinden einer N&dherungslésung fiir ein Op-
timierungsproblem (meist Minimierung) ohne
dass alle Losungen wie bei einem Brute-Force-
Ansatz ausprobiert werden miissen. Es ist eine
Heuristik, d.h. ein Verfahren das oft sehr gut
funktioniert, aber keine Garantie fiir eine opti-
male oder auch nur gute Lésung gibt.

Es wird eine Random Search-Strategie
welche nicht nur Losungen akzeptiert die
einen niedrigeren Funktionswert ergeben (im
Falle eines Minimierungsproblems), sondern
auch mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit
(Boltzmann-Gibbs-Verteilung) Losungen die
einen hoheren Funktionswert ergeben. Durch
diese Tatsache hat Simualted Annealing den
Vorteil dass lokalen Minima wieder verlassen
werden kénnen.

Dieses Verfahren kann sowohl fiir kontinu-
ierliche Probleme der Art f : R™ — R als auch
fiir diskrete Probleme wie zB das Traveling Sa-
lesman Problem angewandt werden. In diesem
Artikel werden beide Problemtypen einleitend
behandelt.

Simualted Annealing ist die Nachbildung ei-
nes Warmebehandlungsverfahrens der Metall-
urgie, daher auch die englische Bezeichnung
Annealing.
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1.1 Exkurs Warmebehandlung

Diese Hintergrundinformation ist hilfreich fiir
das Verstandnis.

In der Metallurgie wird ein Metall erhitzt
und somit in einen hohen Energiezustand! ver-
setzt. Durch langsames Abkiihlen? haben die
Kristalle ausreichend Zeit sich im Gefiige neu
und ohne Verspannungen anzuordnen und ein
(zeitlich) stabiles Gefiige zu bilden da sich Ato-
me um ihre Anfangsposition bewegen konnen.
Nach der Abkiihlung liegt ein Gefiigezustand
mit minimaler Energie vor, der Nahe am Op-
timum ist. Aufgrund des niedrigen Energiezu-
stands wird dies auch als Weichgliihen bezeich-
net was sich dadurch dufert dass das Metall
weich ist. Am Rande erwéhnt wére das Gegen-
beispiel dazu das so genannte Hdrten.

1.2 Mathematisches Modell

Fiir die Beschreibung des mathematischen Mo-
dells wird ausschlieflich ein kontinuierliches
Minimierungs-Problem betrachtet. Fiir die Ma-
ximierung und fiir diskrete Problem gilt Ana-
loges. Es wird angenommen dass der Leser mit
den grundlegendem mathematischen Zeichen
vertraut ist.

Simualted Annealing |1, 2] ist aus dem Me-
tropolis Algorithmus hervorgegangen und die-
ser ist eine Monte-Carlo-Methode zur Erzeu-
gung von (thermodynamischen) Systemzustan-
den entsprechend der Boltzmann-Verteilung.
Fiir weitere Information sei auf die Literatur
wie zB auf 3] verwiesen.

Ausgegangen wird von einer so genannten
Fitness-Funktion

f:xeD—-R, DCR" (1)
welche es zu minimieren gilt, also die Losung
fiir min{ f(x)} gesucht wird. Dazu wird ein be-
liebige Anfangslosung — ein Startvektor — aus

"kinetische Energie der Atome im Kristallgitter
2Stunden, Tage, je nach Grofe des Metallstiicks

dem Definitionsbereich gewahlt x(0) € D und
der Wert des Temperaturparameters auf die
,Glithtemperatur” erhoht. In einer festgelegten
Anzahl N € N an Schritten wird die Tempera-
tur geméf der Abkiihlungskurve auf 0 gesenkt.

Die Abkiihlungskurve ist kann exponentiell,
linear, etc. geartet sein. Ich habe mich jedoch
am realen Vorbild orientiert und einen linearen
Verlauf gemaéfs

T(t) = T(0) (1-fv>, t=1,...,N (2)

gewihlt, wobei T fiir die Temperatur und ¢ fiir
die Zeit steht.

In jedem Abkiihlungschritt, also fiir die mo-
noton fallende Temperaturkurve T'(¢), wird aus
der Umgebung U des aktuellen Losungsvektors
x(t) ein Nachbar x* gewé&hlt.

x*eU(x(t)), UCD (3)

Die Wahrscheinlichkeit P* fiir den Ubergang
des aktuellen Zustandes x in den Nachbarzu-
stand x* folgt der Boltzmann-Gibbs-Verteilung
und berechnet sich zu

wenn f(x*) < f(x(t)),

sonst

{1
PP =9 jet)-rem
e ()
(4)
D.h. falls der Nachbarschaftzustand eine ge-
ringere Energie (Fitness) aufweist wird die-
ser Zustand mit Sicherheit {ibernommen. Ist
die Energie jedoch hoher so wird dieser Zu-
stand mit einer bestimmten Wahrscheinlich-
keit iibernommen. Dies ist notwendig um lo-
kale Minima® verlassen zu koénnen. Fiir den
Fall lim; ,n T'(t) = 0 = P* — 0 werden nur
Zustdnde mit niedrigerer Energie ibernommen
und der Algorithmus entartet in einen Gree-
dy Algorithmus. Sonst gilt je hoher die Tempe-
ratur und je kleiner die Energiedifferenz desto
wahrscheinlicher ein Ubergang.

3das ist ein Zustand der schlechter als das globale
Minimum ist, aber besser als die Nachbarzustande



Der Losungsvektor wird geméf folgender
Vorschrift aktualisiert:

x*  wenn U(0,1) < P*,
x(t)

wobei U(0,1) eine gleichverteilte Zufallszahl
aus dem Intervall [0, 1] ist.

Dieser Zyklus der Erwidrmung—Abkiihlung
wird so lange wiederholt bis die Losung konver-
giert oder sonst ein Abbruchkriterium erreicht
wird.

Granville et al. zeigten in || dass das globa-
le Minimum mit Sicherheit erreicht wird wenn
die Abkiihlung unendlich langsam stattfindet.
Der Autor kann sich an dieser Stelle die et-
was zynische Anmerkung nicht verkneifen dass
dieser Beweis auf der Hand liegt denn bei un-
endlicher Abkiihlungszeit wird jeder Punkt im
Suchgebiet exploriert. Trotzdem wurde in die-
ser Arbeit gezeigt dass Simualted Annealing —
als Markov-Kette dargestellt — gegen das glo-
bale Minimum konvergiert.

x(t+1) = { (5)

sonst

1.3 'Wahl eines Nachbars

Die Wahl eines Nachbars erfolgt nach einer
Heuristik. Der Algorithmus selbst definiert kei-
nerlei Vorgehen fiir die Wahl von x*. Die Heu-
ristik muss an das zu losende Problem ange-
passt werden.

Metropolis et al. [3] schlagen eine Heuristik
vor welche beriicksichtigt dass nach ein paar
Iterationen des Algorithmus angenommen wer-
den kann dass der Energiezustand sehr viel
niedriger ist als der des zufélligen Anfangszu-
stands. Somit sollten Nachbarn mit &hnlicher
Energie wie der Zustand x(t) gewahlt werden.
Dadurch werden sowohl die besten als auch die
schlechtesten méglichen Nachbarn ausgeschlos-
sen. Letztere sind wesentlich hdufiger und so-
mit folgt dass diese Heuristik in der Regel sehr
gut funktioniert.

Bei kleineren niedrigdimensionalen Proble-
men geniigt ein zufillige Wahl des Nachbars

aus dem Definitionsgebiet — die Ressourcen
heutiger Rechner erlauben dies.

1.3.1 Kontinuierliche Probleme

Fiir die Wahl eines Nachbars x* kann ein
neuer Zufallsvektor aus dem Definitionsgebiet
D gewihlt werden wie in (3) allgemein defi-
niert wurde. Alternativ kann der aktuelle Vek-
tor x(t) durch Superposition mit statistischem
Rauschen in seiner Position verschoben werden
[5], also

x* =x(t) + D(t) - r(t) (6)
wobei r(t) ~ U(—1,1)" ein gleichverteilter
Zufallsvektor mit der Dimension n, und D
eine Diagonalmatrix welche die maximal zu-
lassigen Verschiebungen jeder Komponente &;
des Vektors x = [£1,...,&,]7 bestimmt. Ergibt
die neue Position x* eine bessere Losung, d.h.
f(x*) < f(x(t)), so kann die Matrix D wie
folgt aktualisiert werden:

D(t+1)=(1—a)D(t)+awR(t) (7)
wobei R(t) = (pii) eine Diagonalmatrix ist, de-
ren Elemente p;; die Betrdge der Verschiebung
darstellen p;; = ||x* — x|| und @, w Konstanten
sind.

1.3.2 Diskrete Probleme

Fiir diskrete Probleme ist eine Moglichkeit
den obigen Ansatz (6) zu diskretisieren. Somit
folgt:

x" =x(t) +r(t) (8)

wo jedes Element p; des Vektors r =
[p1,- -, pn)T zufillig aus der Menge {—1,0,1}
gewahlt wird.

Bei kombinatorischen Problemen — zB beim
Problem des Handelsreisenden [6] — kann ein
Nachbar dadurch gewéhlt werden dass in der
Permutation der zu bereisenden Stéadte der
Tour zwei folgende Stiadte vertauscht werden.



Eine komplett neue Permutation der Stadte
ware auch moglich — dies empfiehlt sich aber
aufgrund oben beschriebener Heuristik nicht
und auferdem wiirde der Aufwand fiir das neue
Erstellen der Tour tiberproportional ansteigen.
Beim Vertauschen von zwei folgenden Stadten
betragt der Aufwand maximal n - an, wobei n
die Anzahl der Stadte ist.

1.4 Abkiihlungskurve

Die Wahl des Abkiihlungsverlaufs ist ebenfalls
ein entscheidendes Kriterium fiir die Giite des
Algorithmus angewandt auf ein konkretes Pro-
blem.

Im realen Vorbild des Weichglithens (cf. 1.1)
wird die Temperatursenkung im Idealfall so ge-
wahlt dass sich das Gefiige stets Nahe dem
thermodynamischen Gleichgewicht befindet?.
Daher ergeben sich kleine Abkiihlraten d7" und
lange Abkiihlzeiten.

Bei Simualted Annealing werden die Para-
meter fiir die Abkiihlung — das sind der Funkti-
onsverlauf ¢ — T'(t), die Starttemperatur 7'(0)
und die Anzahl der Schritte N — daher vom Be-
nutzer definiert um diese an das Problem an-
passen zu konnen.

Als gute Wahl fiir die meisten Probleme hat
sich T'(0) = 500, N = 100 und die lineare Ab-
kiihlung herausgestellt®.

Es sei jedoch angemerkt dass diese Werte an
das Problem empirisch angepasst werden miis-
sen.

Abbildung 1 zeigt den Vergleich einer zu
schnellen und einer adédquaten Abkiihlung. Mit
metallurgischem Hintergrund ist deutlich zu
sehen dass die schnelle Abkiihlung zu einer
amorphen Struktur (= schlechte Lésung) und
die langsame Abkiihlung zu einer kristallinen
Struktur (= gute Losung) fiihrt.

4im thermodynamischen Gleichgewicht wiirde keine
Abkiihlung erlauben

5Motiviert hat mich diese Wahl durch das reale Vor-
bild bei dem adhnliche Werte verwendet werden

il 111 Srearny

(a) Schnelle Abkiihlung (b) Langsame Abkiihlung

Abbildung 1: Vergleich von schneller und lang-
samer Abkiihlung. (a) fithrt zu einer amorphen
Struktur wihrend (b) zu einer kristallinen Struktur
flihrt. Fiir eine Beschreibung des Problems das dar-
gestellt wurde sei auf die Quelle verwiesen. (Quelle:

7

Wie in Abschnitt 1.2 erwdhnt halte ich mich
meist an das reale Vorbild und verwende die
lineare Abkiihlung (2). Eine exponentielle Ab-
kithlung kénnte wie folgt definiert werden:

log —:g,(N)
0
—I0 ) o

Natiirlich kann anstatt der direkten Berech-
nung der Temperaturwerte T'(¢) auch eine re-
kursive Definition verwendet werden.

1.5 Pseudocode

Der Pseudocode wird in Algorithm 1 auf der
nichsten Seite gezeigt. Abbildung 2 zeigt das
Klassendiagramm der generischen Basisimple-
mentierung von welcher fiir das konkrete Pro-
blem abgeleitet werden kann.

1.6 Bildliche Vorstellung

Verbildlicht kann sich das auch so vorgestellt
werden [3]:

Angenommen, man sucht in einer zweidi-
mensionalen Landschaft den (global) tiefsten



Algorithm 1 Simulated Annealing Algorithm

Wiéhle Anfangslosung x < x(0)
repeat
Erwérme auf Glihtemperatur 7" < 7'(0)
for t < 0 to N do
Wiéhle einen Nachbar x* (3)
Berechne Energie f(x*) (1)
Berechne Wahrscheinlichkeit P* (4)
if U(0,1) < P* then
x(t) < x*
end if
end for
until Konvergenz oder Abbruchbedingung;
repeat x(t) als Losung

Punkt. Die Landschaft selbst besteht aus vie-
len unterschiedlich tiefen Dellen. Die einfa-
che Suchstrategie (suche den néchsten tiefsten
Punkt) entspricht dem Verhalten einer Kugel,
welche in dieser Landschaft ausgesetzt wird. Sie
rollt zum néchsten lokalen Minimum und bleibt
dort. Bei der simulierten Auskiihlung wird der
Kugel immer wieder ein Stof versetzt. Dieser
ist stark genug, um die Kugel aus einer flachen
Delle (lokales Minimum) zu entfernen, reicht
aber nicht aus, um aus dem globalen Minimum
zu fliehen.

2 Anwendung

Wie bereits einfithrend erwahnt kann Simual-
ted Annealing auf kontinuierliche und diskre-
te Probleme angewandt werden. Urspriinglich
wurde Simualted Annealing fiir die Optimie-
rung des IC-Entwurfs® angewandt [1]. Im Zuge
meiner Arbeiten auf diesem Gebiet stellte sich
heraus dass Simualted Annealing hervorragend
fiir

Funktionen

e Minimierung von reellen

min{R"” — R}

5Floorplanning

| simefatedAnnealing < >
! Public Abstract Class

....................................................

ﬁ' StartTemperature { get; set; + : StartTemperature
fr StopTemperature { get; set; } i StopTemperature
Ey Cycles { get; set; b Cyeles
| f]" Energy { get; set; } i Energy
f]" Temperature | get; set; } Temperature
f]‘ Arvay {get; zat; | Array
| S DefermineEnergyl : DetfermneEnergy
W anneall) : anneal [
7% ReduceTemperature(cycle: Int32) | ReduceTemperature '
@ GatdrrayCopk}  GefdrrayCapy
| 5% Randomire(} ; Randamize
2 Simulatedannealing()

Abbildung 2: Klassendiagramm der Basisimple-
mentierung.

e Training von Feedforwardnetzwerken”

e Projektionen eines hochdimensionalen
Vektorsets {x;} € R" auf eine nied-
rigdimensionale (meist 2) Bildebene
{x;} € R", m < n wiec zB durch
Anwendung der Sammon’s Projection

[9, 10]

e Losung kombinatorischer Optimierungs-
probleme wie zB das Problem des Handels-
reisenden |0]

eingesetzt werden kann.

Folgend wird die exemplarische Vorgehens-
weise fiir je ein kontinuierliches Problem und
fiir eine diskretes Problem gezeigt.

2.1 Minimierung einer reellen Funk-
tion

Eine reelle Funktion f : R® — R kann durch
Anwendung des bisher erarbeiteten minimiert

"bei einer groRen Anzahl an Neuronen empfehle ich
jedoch Resilientpropagation zu verwenden



werden. Da keine zusétzlichen weiteren Defini-
tionen notwendig sind sieht der Autor keinen
Grund dieses hier weiter zu verfolgen.

2.2 Problem des Handelsreisenden

Zur Klarung der Problemstellung wird hier ver-
zichtet und auf die Literatur verwiesen, zB [(].
Mich hat immer fasziniert wie schnell Simual-
ted Annealing eine Losung findet — auch mit
500 zu bereisenden Stédten wird eine Losung
binnen weniger Sekunden gefunden. Ein Brute-
Force-Ansatz, also das ausprobieren aller Kom-
binationen, wiirde mit heutigen CPUs Jahre
dafiir brauchen. Viele andere Losungsanséitze
flir dieses Problem koénnen praktisch nur fiir
50...100 Stadte angewandt werden.

Das hier gezeigte Vorgehen ist in der grund-
legendsten Form und kénnte durch Wahl an-
derer Heuristiken wie zB fiir die Generierung
einer neuen Route noch angepasst werden.

Da es sich um ein kombinatorisches Problem
handelt dessen Ziel es ist den Gesamtweg zu
minimieren miissen zuerst die mathematischen
Rahmenbedingungen erstellt werden.

Darstellung der Stidte Stiddte werden
durch Vektoren {x}, x € R? dargestellt.

Distanzmaf} Fiir die Bestimmung des Ab-
standes d := d(x,y) zwischen zwei Stédten
x = [6,&5])T und y = [n1,m9)]" wird die eu-
klidische Metrik verwendet und somit gilt:

dp(%,y) = V(€1 —m)2+ (& — n2)?

+

(10)

Reprisentation der Route Die Route
wird durch einen Indexvektor i € N darge-
stellt, wobei n die Anzahl der Stdadte ist. Jedes
Element dieses Vektors entspricht dem Index
einer Stadt in der geordneten Menge der Stéd-
te.

Anwendung des Algorithmus Simualted
Annealing wird auf den Indexvektor entspre-
chend bisheriger Erorterungen angewandst.

3 Verwandte Verfahren

e genetische Algorithmen
e Partikelschwarmoptimierung®
e Bienenalgorithmus

e und Abwandlungen der genannten
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